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In this paper, we are studying Dirichlet series Z(P, <, s) = C,E~.,P(n)-” e, 
where P E IF: + [X, ,..., A’,] and ~=<~‘...<~, with Ti E C, such that 1 t,l= 1 and 
& # 1, 1 < i < r. We show that Z(P, <, .) can be continued holomorphically to the 
whole complex plane, and that the values Z(P, (, -k) for all non negative integers, 
belong to the field generated over Q by the ti and the coefficients of P. If, there 
exists a number field K, containing the l,, 1 Q i < r, and the coefficients of P, then 
we study the denominators of Z(P, (, -k) and we define a ?I-adic function 
Zv(P, <, .) which is equal, on a class of negative integers, to Z(P, r, -k). 
INTRODUCTION ET NOTATIONS 
Nous notons R\l l’ensemble des entiers rationnels positifs, N* l’ensemble 
des entiers ratibnnels positifs non nuls, Q le corps des nombres rationnels, R 
le corps des nombres rCels, R, l’ensemble des nombres rkels positifs et C le 
corps des nombres complexes. 
DEFINITION ET PROPOSITION 1. Soient WY) E 9 + [Xl ,*a., 4.1, 
(rl ,..., <,) E 6’ tels que j&l = 1 et ci # 1, pour 1 < i < r. Zl existe uO E R + , 
tel que la se’rie de Dirichlet 
oti P(n) = P(n, ,..., n,) et c” = (:I ... (:r, soit convergente pour Re(s) > 6,. 
DEFINITION ET PROPOSITION 2. Soit K un corps et P E K[X, ,..., X,]. Soit 
la st!rie jiormelle 
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0: P(n) = P(n, )..., n,) et T = zy’ ” * qr. Alors R(P)(T) est we fraction 
rationnelle appartenant d K(T, ,..., T,). 
Nous allons, dans cet article, demontrer le theoreme suivant. 
THI?OR&JZ 3. Soient P(X) E R, [X, ,..., X,], (r, ,..., &) E IF?‘, tels que 
Iti/= 1 et ti# 1, pour 1 < i < r. Alors Z(P, r, .) se prolonge en une fonction 
holomorphe sur C et, pour tout entier k > 0, 
Z(P, 6 4) = NJ”o(O 
L’intlrtt de ce thboreme est d’exprimer les valeurs Z(P, <, -k) i l’aide du 
polynome P. En effet, on sait [2] que 
N~)(0= i;r (:‘y$ 
i#(O,...,O) 
ou les A,(P) s’icrivent comme des combinaisons liniaires finies, a coef- 
ficients rationnels des valeurs du polynome P sur les entiers negatifs. Ceci 
permet done de “transporter” les propriitis arithmetiques du polyndme P sur 
Z(P, 6 4). 
Si les coefficients de P, et les ri, 1 < i < r, appartiennent a un corps de 
nombres K, on peut, pour tout ideal premier Fp de K, etudier la puissance de 
!JI qui divise Z(P, <, -k) (Theoreme 17). On peut aussi definir des fonctions 
Cp - adiques, sauf pour un nombre fini d’ideaux V, qui coincident avec les 
valeurs Z(P, <, -k) sur une classe d’entiers negatifs (Theoreme 20). On sait 
[4] que l’existence de telles fonctions est equivalente H l’existence de 
congruences modulo !J3 entre differentes valeurs Z(P, t, -k). 
Les theoreme 3, 17, 20, sont une generaiisation de thtoreme demontres 
dans [2] lorsque P est un polynome norme, done un produit de formes 
lineaires. On obtenait alors des resultats sur l’integralite des valeurs aux 
entiers nlgatifs des fonctions zeta des corps de nombres totalements reels et 
l’existence de fonction zZta 7)-adiques, qui resolvaient les conjectures de 
Coates [4]. Ces rlsultats ont aussi CtC demontres par des methodes de 
glometrie algebrique par Deligne et Ribet [5]. 
Outre le fait de traiter toutes les series de Dirichlet Z(P, c, .), l’intkr& des 
theorimes 3, 17, 20 est de faire mieux comprendre la nature arithmetique des 
valeurs aux entiers negatifs des fonctions zeta d’un corps de nombres. Cette 
nature arithmetique depend essentiallement du polynome N&X). Le corps 
de nombres n’est utilise que pour reduire la fonction zeta A une somme de 
fonctions Z(P, c, s) oti P(X) = N,,,(x); en particulier l’existence d’une 
equation fonctionnelle n’intervient pas. 
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Lorsque P est un produit de formes lineaires 
p=rpi (9 
OLi L,(y)  = Ui,lyl $ ***  + Vi,rYr + U, 1 < i < TI et Ui,j E R +, on utilise [9] la 
transformbe de Mellin a plusieurs variables. 
T(s)“Z ]iLi,~,s)=ja...jffr:l...C-’ ( i=l 0 
X C exp (- 5 L,(m)f,) <“df, em- df,. (ii) 
msN*r i=l 
D’autre part CmER1*, exp(- CyEI L,(m) ti) cm a une expression simple en 
produit de fractions rationnelles en e- t’ dont le developpement asymptotique 
est connu. Dans let cas oti P est un polynome quelconque, ne pouvant se 
reduire a la forme (i), on n’a plus la forme integrale (ii). Dans ce cas on 
utilise la transform&e de Mellin a une variable 
qs) Z(P, 5s) = jam tS-1 -j- e-p(X)tr, df nzP 
et on cherche le developpement asymptotique de 
Dans une premiere partie, on montre comment on peut obtenir le 
prolongement analytique complexe et les valeurs aux entiers negatifs de 
Z(P, <, .) a partir du developpement asymptotique de 
f(P, <, t) = C e-Pfn)tm 
now 
(resultat essentieliement dti a Zagier [ 151). 
La deuxieme partie est consacree i la preuve de l’existence de ce develop- 
pement asymptotique et ne fait appel qu’a des techniques d’analyse. 
La troisibme partie Ctudie I’artihmetique des valeurs aux entiers ntgatifs 
l’integralite et l’interpolation ‘Q-adique de ces valeurs. Nous avons rassemble 
dans un appendice des demonstrations techniques de la deuxieme partie. 
Dans un autre article, nous Ctudierons le cas oti les C sont egaux a 1. 
Je tiens a remercier J. Fresnel pour les conseils judicieux qu’il m’a don& a 
propos de cet article. 
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I. D~ELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE ET PROLONGEMENT ANALYTIQUE 
DEFINITION 4. Soit une fonction f, dtfhie dans un domaine du plan 
complexe, ayant t = 0 pour point d’accumulation. La sQie 
m 
C a,tm, a, E 6, 
m=O 
est dite developpement asymptotique [ 131 de f quand t tend vers 0, dans S, si 
pour tout n > 1 on a 
I;+- t-” 
[ 
f(t)- i amtm] =O. 
m=O 
Nous exprimerons ce fait en krivant 
f(t)- f amtm, t E s, t +o. 
m=O 
Soit P E R + [X, ,..., XT] et (< ,,..,, &) E C’ tels que pour tout i, 1 <i < r, 
l&l = 1 et &# 1. 
Posons 
f(P, 6 t) = C e-P(n’rY, tER+. 
IlEN” 
Nous rappelons un lemme dQ B Zagier. 
LEMME 5 [ 151. Supposons qu’une serie X:=0 a, tm soit le develop- 
pement asymptotique de f(P, r, t) quand t tend vers 0, t > 0, alors Z(P, c, .) 
se prolonge ri tout le plan complexe, en une fonction holomorphe telle que 
pour tout entier k, k 2 0, 
Z(P, 4, -k) = ak k! . 
Preuve. Supposons que 
f (P, 6 t) ff f a, tm, t+o, tE iR+. 
m=O 
Alors, pour tout n > I 
f (P, <, t) = a, + a1 t + . . . + a, t” + R,(t) t” 
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1:: R,(t) = 0, 
La deuxieme integrale definit une fonction de s holomorphe sur G. On &die 
la premiere 
j1 tsf(P, 65 t) F = j1 tyu, + a, t + * * * + ant") ; 
0 0 
+ 
I 
’ tS+“R,(t) dt. 
0 
La deuxitme integrale deftnit une fonction holomorphe en s pour 
Re(s) > -n. Pour etudier la premiere integrale, on considere un chemin y, 
dans le plan complexe, qui suit l’axe reel de 1 i E, qui contourne l’origine sur 
un cercle dee rayon E et qui suit de nouveau l’axe reel de E a 1. Alors 
et ceci definit une fonction de s, meromorphe pour Re(s) > -n. Done 
Z(P, <, .) se prolonge en une fonction mtromorphe sur C et les poles et les 
valeurs aux entiers nigatifs dans le domaine Re(s) > -n sont don&s par 
T(s) 
ps - 1 I ts(a,+u,t+ *** +u,t”)~* Ye 
Done pour tout entier k, k > 0, 
Z(P, <, -k) = u,k! . 
IX probleme est done rameni maintenant a trouver un developpement 
asymptotique pour 
f(P, t, t) = 2 e-P(“)‘r”. 
nGN*’ 
II. EXISTENCE D'UN D~VELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE 
Nous allons montrer dans cette partie le theoreme suivant 
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THI?OR~ME 6. Soit P(X) E iR+ [XI ,..., Xr] et (<, ,..., 5,) E c’ tels que, 
pour tout i, 1 <ii(r, lr,l= 1 et &# 1. Soit 
et pour tout m E IN, R(P”)(T) la fraction ralionnelle 
R(P)(T)= c P(n)” F. tlfSN*’ 
Alors, la s&ie C,“=O R(Pm)(#(tm/m!) est le de’veloppement asymptotique de 
f(P, l, I) quand t tend vet-s 0, t > 0. 
Ecrivons le polyrkme P sous la forme 
oti chaque polyname P, est homogkne de degrl i. 
Posons 
QW, v..., x,9 y) = P,(X, ,***, X,) + YP,-,(X ,,..‘, w 
-I- - * * + YaPO(x, ,...) X,). 
On a alors 
Notons 
H(x, ,..., x,, y> = e-QW~....~xr.Y)a 
Nous allons tout d’abord btudier 
II. 1. Fonctions de Bernoulli 
DEFINITION 7. Considkrons I/( 1 - Tel) E Q(T)[ [t]]. Pour tout k E IN*, 
nous dlfinissons B,(T) E Q(T) par 
(4) 
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Considlrons aussi te”‘/(l - Te’) E Q(T)[ Y][[t]]. Pour tout k E N*, nous 
dbfinissons Bk(Y, T> E Q[ Y](T) par 
te” 
-= 
1 - Te’ (5) 
Remarque. Pour tout k E N*, B,(T) est une fraction rationnelle en T 
ayant pour seul pcile T = 1, et Bk( Y, Z’) est un polyncime en Y et une fraction 
rationnelle en T ayant pour seul pale T = 1. 
LEMME 8. (i) Pour tout entier k ) 0 
kBk+dY,T)yz,= ($)kBk+,(y,n,_,= ‘:“,‘!. (6) 
(ii) Pour tout entier k 2 0, pour tout entier j, 0 < j < k - 1, 
JB,+,(% T),=,=T JBk(YY T),=, 
(k + l)! 
= (k + 1 _ j>! ‘k+ l-,(T)’ 
Le Lemme est immkdiat d’aprb les dkhitions. 
DEFINITION 9. Soit K un corps commutatif et P E K[X, ,..., X,], on note 
R I(P)( 7’) la fraction rationnelle 
R,(P)(T) = c P(n) Y”. 
new 
LEMME 10. Soit K un corps commutatif et P E K[X, ,..., X,]. Alors 
TR ,V’WU’) = WV - 1 ))(T). 
Preuue. 11 sufflt de dkmontrer que, pour tout (il ,..,, i,) E N’ 
T, .+a T,R ,(Xi,l .-a Xf)(TI,..., T,) 
= R((X, - 1)i’ .a. (X,- I)‘r)(T,,..., T,) 
or 
R,(X) ... T;)(T,,..., T,) =R,(J$)(T,) a.. R,(X’,r)(T,). 
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et 
R((X, - 1)” “a (X, - l)ir)(T1 )...) T,) 
= R((X, - l)“)(T,) . * * I?((& - lp)(r,). 
On a done 1 montrer que, pour tout i entier, i > 0 
Or, si i> 1, 
TR,(P)(T) = R((X- l)‘)(T). 
done 
De plus 
n=O n=1 
TR,(P)(T) =R((X- l)‘)(T). 
TR,(P)(T)= 2 rtl= fy P”=R(XO)(T). 
n=O n=1 
LEMME 11; Pour tout entier k, k > 0, 
Preuve. Par dbfmition 
On a formellement, 
1 -=t f pen*= 
1 -Te’ n=o 
Puisque B,(T) E Q(T), alors 
(8) 
11.2. Formule d’Euler-MacLaurin g&raMe 
LEMME 12. Soient x E R + , NE N*, h une fonction indepniment 
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de’rivable de?nie sur [O, Nx] ci valeurs Gelles. Soient [E C et 0 < i < N, 
i E [N. Alors on a 
Cette formule gkntralise la formule d’Euler-MacLaurin [ 141. 
Preuve. Soit h une fonction indlfiniment dkrivable sur [kx, (k + 1) x] h 
valeurs rkelles, et soit @ un polynhme quelconque de degrl n. En inttgrant n 
fois par parties 1: Q(t) h (“+ “((k + 1 - t) x) dt on obtient 
@‘“‘(O)[h((k + 1) x) - h(kx)] 
= f (-l)m-lXm[@-m) (0) h’m)((k + 1) x) - @c”-m’(l) h’m’(kx)] 
m=l 
+ (-1)” x”+’ 
I 
’ Q(t) h cn+l)((k + 1 - t) x) dt. (10) 
0 
On Ccrit cette formule avec Q(Y) = B,+,(Y, [). On obtient en utilisant le 
lemme 8 
&- [h((k + 1) x) - WWI 
= 5 (-l)m-lXm Bmt*(Q 
m=l S 
(m + 1), htm’((k + 1) x) - $ h(“)(kx) 1 
+ (-1)” x 
n+1 
j’ 
(n+l)! 0 
B,, ,(Qt, C) 2 h((k - t) x) Ck dt. (11) 
k=it 1 
On en dtduit done (9). 
11.3. D&veloppement asymptotique 
PROPOSITION 13. Soient Q E R + [X ,,..., X,, Y] et (r, ,..., <,) E C’ tels que 
pour tout i, 1 < i < r, 1 &I = 1 et <, # 1. 
Posons H(x, ,..., x,, y) = e- P(X~*...*Xr*y). Alors, il existe (qI ,..., q,, r) E F?>+’ 
tels que pour tout n, > l,..., n, > 1 
k,=l k?l 
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= 2 . . . f (- l)mlt~~~tmrX~, s,ex;, 
m,=O m,=o 
et pour tout i, 1 < i < r, xy -. . x:ry”fi(x, ,..., x,, y) est bornt!e SW IO, llr+‘. 
La preuve de cette proposition utilise le rlsultat suivant qui sera demontre 
en appendice. 
PROPOSITION 14. Soient Q E R, [X, ,..., X,, Y] et P E R[X, ,..., X,, Y]. 
Posons G(x, ,..., x,, y) = P(x, ,..., x,, y) e-Q(xlV*..*xr*y). Soient (11 ,..., 6,) E c’ 
tels que pour tout i, 1 < i < r, l&j = 1 et ri # 1. Alors il existe 
(v, ,..., r,, 5-1 E my’ dependant de Q, mais ne dkpendant pas de P, tels que 
pour tout i, 1 ,< i < r, 
k,=2 ki=2 
X (X* )...) (ki - ti) Xi, Xi+ 1)...’ Xr, y) r:’ “’ r~i 
soit borne’ pour (x, ,..., xr, y) E IO, 1 lrtl et (t, ,..., ti) E [0, lli. 
Preuve de la proposition 13. On dira qu’une fonction G est du type *, si 
il existe un polyn6me P E R [X, ,..., X,, Y], tel que 
G(x 1,***, x,, y) = P(x~,..., x,, y) e-Q(xl,..**x-y). 
Nous allons montrer la proposition par recurrence. L’hypothese de 
recurrence, Hi, est la suivante: 11 existe q1 ,..., rr, q, dipendant de Q, tels que, 
pour tout fonction G du type S, 
-? . . . m ‘i- 
k:l kpl 
G(k,x, ,..., kixi, xi+ 1 ,..., x,, y) <;I . . . <fi 
3 L .-* 
2 (-l)m’+ . . . tmixy, . . . x;i 
m,=o mi=O 
x tlBml+,(r,) ... hBmjt,(ri> @ml ,..., mi.0 ,..., o)( 
(m, + I)! (mi + l)! 
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et pour tout j, 1 < j < i, x71 .a- x:y’!&(x, ,,.., xi ,..., y) soit born&e sur 
IO, 11 * rf ’ Montrons H, . D’aprks le lemme 12, on a 
w, XI, x2 Y..., Y) Cl 
k,=l 
x KG (m*o,--o)(~I, x2 ,..., y) - G’m*09--o)(Nx, ,..., y) c] 
+ (-l)n+l x 
ntl 
j1 
(n + l)! 0 
Bn+l(h t,) 
tnt1,o ..., O’((k _ 1) xl, x2,..., y) t:) dt. 
Quand N tend vers l’infini, G’m*03~~‘Vo’(Nx, ,..., y) tend vers 0, pour tout m > 0 
et la sirie Cpz2 G’“+l*o*~~~*o’((k - t) x1 ,..., JJ) e est convergente. Done 
-? 
k$L 
G(k, x, , x2 ,..., Y) tf;’ 
= ‘f (-I)~ x7 ‘ii;;“;;;’ G’m90”“30’(x, ,..., x,, y) 
m=O 
ttt1 
+ (-y+’ x j1 B,+1(t9 <I) 
(n + l)! o 
x ‘? G(“+ ‘*“~-~o)((k - t) x,, x2 ,a.., x,, y) c$ 
k’lr: i 
dt. 
On applique la proposition 14: il existe rl,..., q,, q ne dkpendant que de Q, 
tels que pour tout t E [0, l] x7’ .. . xyy” CpE2 G(“+1v03...*0)((k - t) 
x,, xz ,..., u) c soit bornt pour (x, ,..., x,, y) E 10, llrt I. 
Supposons H,- 1 et montrons Hi. Soit une fonction G du type *. 
’ G(klxl,*.*, ki-lXi_l, kiXi,Xi+l>.*.,X,, y)<f’ 
k%, 
tiBm,+ 1(C) = 2 (-l)rn’xY’ (m, + l), 
mi=O 
x G(o....~mi,o ,..., 0) k x ( 1’ ~,...,ki-~Xi-~,Xi,...,X,y) 
+ (-xiY’+ l 
(ni + l)! I 
’ B,.+ I(t, &) 
’ 0 
x 5 G’o. .  .  .  .  “i+ l . . . . ,O ’ (k ,x ,  , . . . ,  
k,= 2 
(ki - t) xi,..., y) ~$9 dt. 
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? G(k,x, ,..., kixr,xi+ ,,..., x,, y) & *-* tfi 
&,=I k?l 
. . . G(“~~**lmi***.~o’(k, x1 ,..., k,- 1 xi- 1, xi ,..., y) (:I . . . &’ 
k,=l k,-,= I 
+ eXi)n’+ ’ 
(ni + l)! I 
’ B”,, I(t, f&.) 
0 
x 7 . . . f G(O....~“it’,“.,o’(k,x, ,..., (k, - t) Xi,..*, y) rk’ 
*:I k,=2 
. . . tk’) dt. 
On applique l’hypothise Hi- 1 aux sommes 
kFl 
f G(“....,mi,--.,o’(k,x~ ,..., ki-,xi-, ,..., y) elljl * . * rfL-1. 
kim,=l 
‘? . . . 
D’autre part d’aprks la proposition 14, on sait qu’il existe l;ll ,..., v,., v, ne 
d&pendant que de Q, tel que 
soit bornke pour (x ,,..., x,, y) E 10, 11”’ et t E [0, 11. Done Hi est 
dlmontrb. 
PROPOSITION 15. Les hypoth&es sont celles de la proposition 13. Alors 
pour tout n > 1, 
F . . . 
k$i 
fj H(k, t ,..., k,t, t) <;I .-. @= i A,(-t)‘“+ t”+‘g,(t) 
k,= 1 m=O 
A,= i . . . i 2 Srn ,,‘.., ,,,,<r) H(m-~~m~~i)(O ,..., 0) f, 
!?I,=0 m,=O i=O 1. 
m,+. . .+m,+i=m 
et g,(t) est borne’pour t E 10, I]. 
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Preuve. Soient VI,..., vr, q dtifmis par la proposition 13. Soit n, E IN, 
no > tJ1 .e. q,q. On tcrit la proposition 13 pour n, = n + no,..., n, = n + no, 
et x, =x2 = . . . =xr=y=c. Done 
F 
k$ 
. . . 2 H(k,t ,..., k,t, t) <:I .a. <fr 
k,=I 
= f- 
A 
... $7 (_,),,+...+,,TIB,l+l(rl) 
m,=O mi0 (m, + l)! 
H(ml,...,m,,O)(t,..., t) + ,,r;‘;,, h(t). (12) 
oti h(t) est bornt: sur 10, 11. 
D’autre part t -+ ZYZ(~~,...,~~*~) (t,..., t) est une fonction indlfiniment dkrivable 
sur R, dont toutes les dtrivtes sont bornkes sur [0 t Q) [. 
Done 
H’m I,.... n&O) 
(f,..., t) 
= pnl,....m,,o) (0 ),..) 0) t -p’~-“‘D’(f ,..., t),=, 
+c&p~l . . . . . wyt ,..., [)$ . . . + I”+’ (n + I)! &,....,m$) (13) 
od g,,,...,,,(t) est bornte sur [0, +CCI [. 
En utilisant (12) et (13), on obtient la proposition 13. 
LEMME 16. Soit ,,2Tm, ,..,, m, (5) de3ni duns la proposition 15, alors 
,grn I,..., m,cr> = , l m,. ..+ m,! RK” . ’ * x;q(cg. 
Preuve. 
4n,,...,m,(o = 5 (rB,r+ 1-+5:’ 
i,=O (m, t 1 - I,)! r,! 
3 ... ;: t$,(X;‘-“K,) .l. UWC+‘%~,) L-i 
i,=O i;o (m, - i,)! i, ! (m, - i,)! i, ! 
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En utilisant le lemme 10. on obtient 
-~m,....,m,<t;) = T  
*, R((Xl - l)il)(rl) ... uw~r-irK) 
i, =O “* izo (ml -i,)! i,! (m, - i,)! i, ! 
Nous pouvons donner maintenant la preuve du thlortme 6. D’aprks la 
proposition 7, pour tout n 2 1, 
oti g,(t) est born& sur IO, 11. Or 
=-$-*(x,t ,..., X~,f),=,=--$e~~‘~‘~~~ t = 0. 
Done 
ml=0 m,=O m=O 
m,++*.+m,+m=k 
si k n’est pas multiple de a et 
On a done dkmontrk que 
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III. PROPRIBT~~S ARITHM~ITQUES DES VALEURS AUX ENTIERS NBGATIFS 
Soit K un corps de nombres dontenu dans R. Soit P E K[X, ,..., X,]. Soit p 
un premier de Z et p un premier de K au dessus de p. On notera 1 jP une 
valeur absolute p-adique dans K et 
lIPlIp= w, IP(~lp. 
P 
Supposons maintenant que (<i ,..., r,) soient des nombres algebriques tels 
que \&I = 1 et ti # 1, 1 < i < r. On notera K(r) le corps engendrt sur K par 
6 7*-*3 6.. 
III. 1. IntPgralite’ $F-adique 
THBOR~ME 17. Soit !ll un idt;ai premier de K(r) tel que pour tout i, 
1 < i ,< r, ( I - Tilp > 1. Soit 13 = K n ‘p. Alors pour tout entier k, k > 0, 
IW, 6 +I, < lPkll,. 
Preuve. D’aprts le theorbme 3, nous savons que, pour tout entier k > 0, 
D’autre part [2] 
Z(P, 6-k) = NJ’?(<). 
R(Q)63 = =v h(Q) 
kz' (1 - ok 
k#(p,...,O) 
et 
si k, > 1 et li > 1 
ZZ 1 si ki = 0 
=o si ki > 1 et li = 0, 
b(Q) = 0 si k, + k, + .a. + k, > deg Q + r. 
Soitp=!@nn. 
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On voit done que I{ : }I, ,< 1 pour tout k et tout 1. Done 1 Ai(Pk)] p ( (]Pk(] p. 
Puisque l’on a suppose que pour tout i, 1 < i < r, 11 - t;i(‘4 > 1, le thtortme 
est dtmontre. 
Remarque. Le theoreme est vrai en particulier lorsque pour tout i, 
1 < i Q r, & est une racine de l’unite, et p est tel que les & ne soient pas 
d’ordre une puissance de p. 
111.2. L’algibre dIwasawa [ 81 
Faisons quelques rappels sur l’algebre d’Iwasawa. Soit p un nombre 
premier impair, C$ le complete de Q pour la valeur absolue p-adique, Z, son 
anneau de valuation. On note F l’alglbre des fonctions sur L,, i valeurs 
dans un anneau complet Fp c Cc, et U, le sous groupe de Zz formt des 
entiers p-adiques u tels que u = 1 mod p. Si u E U,, on note f, la fonction 
s -+ us. Les f,(u E U,) engendrent un sous e-module L de F. 11s forment 
meme une base de L et on peur identifier L a l’algebre e[ U,] du groupe U, . 
On delinit maintenant 1 comme &ant l’adherence de L dans F pour la 
topologie de la convergence uniforme. Les elements de E sont appeles 
fonctions Glwasawa. 
On note A = P[[U,]]. C’est l’algtbre l&B[U,/U,]. On sait [8] que cette 
algibre est isomorphe a l’algebre @[[T]] des series formelles en une indeter- 
mike T. L’isomorphisme s’obtient en choisissant un generateu topologique 
u = 1 t 71 de U, et en associant i l’iltment f, de @[U,], l’ltlement 1 t T de 
P[ITlI. 
Les algebres z et A contiennent toutes deux L = @[U,] comme sous 
algebre- dense et on peut montrer qu’il existe un unique isomorphisme 
d’algebres topologiques 
dont la restriction a p”[U,] soit l’identitl. Si f = C a,T” est element de A, 
s(f) est dlfini par 
s+f(d-- l)=Can(us- 1)“. 
n 
Supposons maintenant p = 2. Notons U, le sous groupe de .Z$ forme des 
entiers 2-adiques u tels que u E 1 mod 4. On defmi les algebres L et A au 
moyen du groupe U,. De facon plus precise L est l’algebre engendrbe par les 
fonctions f’ : s -+ 11’ avec u E U,. On montre aussi que l’adhtrence t de L 
s’identifie avec l’algebre d’lwasawa A = 0*9[ [ Uz]]. 
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111.3. Fonctions Wadiques 
Soit ‘Q un premier de K(c) tel que, pour tout i, 1 < i Q r, ) 1 - ti )n > 1 et si 
p = Kn ‘p, llP$ < 1. Notons K, le complete de K en p et PP son anneau de 
valuation. Soiff, I’indice d’inertie de p sur CL 
DEFINITION 18. On note 0 la fonction continue de eP dans eP telle que 
B(x)=Osi lxlP<l et B(x)rxmodpry8P(~)=1 sijxlr=l. Onnote8’la 
fonction continue de P dans P telle que 
e”(x) = 0 si (xlp < 1 et e”(x)= 1 si Ixlp= 1. 
On pose 
(x) = xe- l(x) si IX/~= 1 
=o si lxlp< 1. 
DEFINITION 19. On note, pour Re(s) > uo9 
Z($P, r, s) = c P(n)-” r”. 
n%M’r 
P(n)+O(P) 
Soit n = (n, ,..., n,) E N*‘. Soit n’ = (n; ,..., ni) E W tel que, Vi, 1 < i < r, 
n; = n,(p) et 1 ,< n, < p. Alors P(n) E O(p) e P(n’) EE O(p). Considerons 
l’ensemble tini des n’ = )nl,,..., II:) E {l,..., p}’ tels que P(n’) f O(p). Norons 
le -4’: Alors 
Z(eoP, (, s) = c c P(n’ + np>-” ,,‘+., 
n’E.H nsw 
On peut done encore Ccrere Z($P, c, s) comme une somme finie de termes 
de la forme 
ou les polynomes Q E IR + [X1,..., Xj],j < r et \iQllp= 1. 
On peut done appliquer Ii Z($P, <, s) le theoreme 3, et d’apres le 
theortme 17, on a 
THBOR~ME 20. Pour tout i, classe de congurence modulo I+- 1, il 
existe une fonction cflwasawa unique Z,i(P, 6 s), telle que pour tout entier 
k>O, k=imodPfP- 1 
Z,,(P, t, -k) = Z(@‘P, t, 4. 
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Preuve. On vient de voir que I’on etait ramene i etudier des termes de la 
forme 
Posons e = rp. Puisque !I.J est tel que 
alors 11 - 6 I’D 2 1, 
WQWfY>(t') = 
11 - rile > 1 pour tOUt i, 1 ( i < r, 
c 
J,(m) 
ksW (l - r’jk 
Pour tout 1 E N’, la fonction s -+ (Q(-2~))” est une fonction exponentielle sur 
Z,. Pour s E Z,, posons pour tout i, classe de congruence modulo p’p- ’ 
&,(s) est une combinaison lineaire tinie d’exponentielles et pour tout m 
entier, m congru a 1 mod pfp-‘, I,,,(m) = l,(m). Soit II E p, R 6!? pz. On petit 
utiliser le lemme 19 de [2] pour montrer que, pour tout s E Z, et tout 
(k 1 ,..., k,) # (0 ,..., O), on a 
Pk,,...,kr(S)l,,< 14;‘+-~+kr-r+‘. 
Posons 
Z,,i(PT 5, s) = f 
k,=O 
Comme I I - l: (‘4 > 1 et Ink~i(S)lp < )7rji1+ ” ’ +kr-r+‘, Z,,JP, r, s) est une 
limite uniforme de combinaisons d’exponentielles a coefficients dans @n, 
done une fonction d’lwasawa. 
III.4 Applications arithmitiques 
Nous allons maintenant dormer trois exemples d’application arithmetique 
des resultats precedents: la fonction zeta de Riemann, les fonctions z6ta 
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partielles d’un corps de nombre totalement reel, le logarithme de fonctions r- 
multiples. Les rtsultats que l’on obtient dans ces exemples ne sont pas 
nouveaux, mais le travail precedent donne un Cclairage different sur les 
rtsultats. En effet, on aurait pu penser que le prolongement analytique et les 
valeurs aux entiers negatifs des fonctions zeta etaient likes a l’arithmetique 
des corps de nombres, et au fait qu’elle admettent une equation fonctionnelle. 
Or les exemples 1 et 2 vont montrer que l’on utilise l’arithmetique pour ecrire 
ces fonctions zeta comme sommes de Z(P, <, s), mais le prolongement 
complexe et les valeurs aux entiers ntgatifs n’utilisent que le fait que P est un 
polynome. Mais inversement les resultats precedents donnent une forme pour 
les valeurs aux entiers negatifs qui est directement utilisable en arithmttique. 
111.4.1. Fonction z&a de Riemann 
On delinit pour Re(s) > 1 
C(s) = jJ KS. 
It=1 
Soit c un nombre premier de L. I1 est facile de montrer que 
oti < est une racine c-ieme de 1, differente de 1. Le theoreme 3 permit de dire, 
quepour toutjf, 1 <p<c-- 1, 
se prolonge a C, en une fonction holomorphe et que pour tout entier k > 0, 
Z(X, $, -k) = R(xk)(<fl) ou R(p)(r) est la fraction rationnelle 
R(p)(T)= f n&7”. 
?l=l 
Done 
On retrouve done le fait que [(.) se prolonge en une fonction mkomorphe 
sur C, ayant un seul pole pour s = 1, et que pour tout entier k, k 2 0, 
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ou b, est le k-ieme nombre de Bernoulli, dtfini par 
&= f b*$ 
k=O ' 
D’autre part le theoreme 17 permet de retrouver les denominateurs des 
nombres de Bernoulli [ 121 le theoreme 20 permet d’obtenir la fonction zeta 
p-adique de Kubota et Lkopoldt [7]. 
Fonctions z&a d’un corps de nombres totalement rt!els 
Soit K un corps de nombres totalement reel. Soit f un ideal entier de K, a 
et c des ideaux entiers de K premiers i f. Notons 
(,(a-‘, c, s) = NC’-qa-‘c-‘, 1) - [Ja-l, s) 
ou &(a, s) designe la fonction zeta partielle associee i la classe d’idiaux de 
a mod f. Posons (c) = c n Z et soit v un element de K, tel que Tr(v) = b/c oti 
(b, c) = 1. On peut montrer [2, 91 en supposant certaines hypotheses sur c 
ve 
C-l 
[r(a-‘, c, s) = Na ’ ‘T c (exp 2ni Tr(jwx)) Z(NLj,X, C, s) L 
u=l Lj*, 
Oil tj = (tj, 1 Y'**Y {, r(j)) et {j,i sont des racines primitives c-itmes de 1 et L,,, 
une fonction Ii&ire afine 
Lj,x(Y) = ujl Yl + “’ + Ojr(j) Yr(j) + x 
oti les uii et x sont totalement positifs dans K. Done 
NLj,, E Q+ [Xl y***v Xrcn], et le thloreme 3 nous permet de retrouver le fait 
que <r(a-‘, c, .) se prolonge en une fonction holomorphe sur C. D’autre part 
pour tout entier, k > 0, 
En appliquant un automorphisme du groupe de galois de Q(tj) sur CR, il est 
facile de voir que 
C-l 
y exp(2ni Tr@vx)) Z(NLj,x, ry, -k) 
,f, 
et done &(a-‘, c, -k) est Clement de Q. Ce resultat Ctait deja connu de Siegel 
[lo] et Klingen (61. 
Par contre, les valeurs aux entiers negatifs n’ont Cte donnees explicitement 
par Siegel [ 121 que dans le cas d’un corps quadratique reel sous forme de 
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somme de produits de nombres de Bernoulli. Ces formules ont ete 
generalisees par Shintani [9] pour tous les corps totalement reels. Les valeurs 
aux entiers negatifs donnees par le theoreme 3, ont une former beaucoup plus 
simple. Les theoremes 17 et 20 permettent de resoudre les conjectures de 
Coates [4] sur l’integralite p-adique et l’existence de fonctions zeta-p-adiques 
et de retrouver les resultats de Deligne et Ribet [5]. 
111.4.3. Fonctions r-multiples p-adiques [ 3 ] 
Soit K un corps de nombres totalement reel. Soit f un ideal entier de K, a 
et c des ideaux entiers de K premiers a f. Rappelons que l’on peut Ccrire 
C-l 
$(a-‘,c,s)=NaS 2 x (exp 2ni Trbvx)) Z(iVLj,X, (7, s) 
w= 1 L&X 
sont des racines primitives de 1 et LjqX une 
Ljqx(Y) = ujl Yl + “’ + ujr(j) Y,(j) + x’ 
Posons, pour tout o E S, ou S est l’ensemble des plongements de K dans IR 
1 C-l 
&(a-‘, c, s) = - Na” x 
n 
1 e Z(Ljq,, tj”, ns) 
Liz1 Lj.x 
D’apres le theoreme 3, on sait que cette fonction se prolonge a tout le plan 
complexe en une fonction holomorphe et pour tout entier k > 0 
Mais, a cause de la linearite de P-t R(P)(<), on a 
et 
Done pour tout entier k > 0, &(a - ‘, c, -k) E Q. D’apres les thtoremes 17 et 
18, on peut montrer que si p ne divise pas c, @(a-‘, c, -k) est p-entier et si 
f est divisible par (p), il existe une fonction d’Iwasawa unique&,t(a-‘, t, S) 
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telle que @;,,(a-‘, c,s) soit une fonction d’Iwasawa et pour tout entier 
k>O, kr- 1 modp- 1 
p;,f(a-‘, c, 4) =/3P(a-‘, c, 4). 
On peut alors dlfinir 
LTpJa-‘) = c 5 P ,r(a-‘7 c,s) p” 
oES ds Nc’-~-- 1 1 s=o 
car ceci ne dkpend pas de c, mais seulement de la classe de a-’ modf: 
IV. APPENDICE 
Nous nous proposons ici de dkmontrer la proposition 14 que nous rap- 
pelons 
PROPOSI-IION 14. Soient Q E IF? + [X, ,..., X,, Y] et P E IR [X, ,...) X,, Y]. 
Posons 
G(x, v..., xr, y) = P(x ,,..., xl, y) e-Q(X1*...,Xr*y). 
Soient (< , ,..., {,) E C’ tels que pour tout i, 1 ( i < r / til = 1 et ri # 1. A~OKY il 
existe 9, ,..., q,., q, dt;pendant de Q, mais pas de P, tels que, pour tout i, 
l<i<r, 
soit bornke pour tout (x, ,..., x,, y) E IO, llr+’ et (t, ,..., ti) E [0, lli. 
Cette dkmonstration se fait en trois &apes. Une premiire ktape montre 
comment on peut ramener l’itude des shies i 1’Cttude d’inttgrales. Dans une 
deuxikme partie, on montre i l’aide des inttgrales que la proposition 14 est 
vraie lorsque le polynbme P est formC de sommes de produits de mon6mes 
de Q. Enfin la dernitre &ape montre que g&e B la formule d’Eu1er et 
MacLaurin glnklisle on peut passer des produits de mon6mes de Q, g un 
polyndme P quelconque. 
IV.1. lkre itape 
LEMME 21. Soit P E R + [X, ,..., X,], et Q E R + [X, ,..., X, 1. Posons 
G(Y, ,..., YA = P(Y 1 ,..., y,> e-Q(~~,....~,)e 
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S’il existe (q 1 ,..., q,) E R’ tels que 
soit borne’ SW IO, l]‘+ j alors, il existe ($ ,..., r;) E W, d&pendant de 
@l ,,..., q,) et Q tel que X;V -.a x::~~=~, ..a Ckq)=i,G(k,x,,..., k,x,) soit born& 
sur 10, l]‘+l. 
Preuve. La demonstration se fait par recurrence sur r. Pour r = 1, I’in- 
tegrale (r G(y) dy est convergente, done la propriete est vraie. Supposons 
qu’elle soit vrait pour r - 1 et montrons la pour r. 
Tout d’abord, on peut se ramener au cas ou P est monome. On pose done 
G(Y 1 ,..., y,> = yy~ . . . y;re-Q(~~.-.+ 
Soit (13, ..., 19,) E (0, 1 I’. Considerons la fonction 
m Y , ,..., Y,) = WY, + &xl ,..., Y, + @,x,1. 
Montrons qu’il existe une constante K,, dependant de P, telle que 
t + wt, Y ,,..., y,) soit decroissante sur 
D = ((~1 ,...y Y,> E R’I Q(Y , ,..., y,) > K, et y, > 4x, ,..., y, > irx,J, 
H; = (I, y, ‘..., y,) = 2 ejyjGk,(yl + tO,x, ,..., Y, + te,x,). 
j=l 
Or, si aj > 1 
Done si (yr,..., y,) est tel que pour tout j, 1 < j < r, 
QqY 19.7 Y,) Yj > aj 
la fonction t + H(t, y, ,..., y,) sera decroissante et pour cela, il suffrt que 
chaque monome de Q soit supbrieur a a,, 1 < j 4 r. 
Notons 
C k,,...,k,= {(YlM Y,  )E[R’((ki-l)xi~yi~kixi}, 
c2;= {(k IV..., k,) E N*‘lck,,...,krc D}l 
d = u ‘k ,,.... k; 
(k,,..., k,) EXD 
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On peut Ccrire, d’aprks la dtfiition de D, que pour tout (k,,..., k,) EXD et 
tout (Y1w YJ E Ck,,...,k, 
G(k, x, ,..., kx,) & G(Y, ,..., Y,>. 
Done 
et 
x, 4.. x,G(k,x ,,..., k,x,)< ..a 
I I 
G(y,, . . . . y,)dy, a.* dy, 
ckj,...,k, 
Alors 
x, *** x, -T- G(k,x, ,..., k,x,)< m ..a m G(y ,,..., y,)dy, *** dy,. 
(k ,,..%,W~ I I ii11 i+, 
D’autre part, notons 
M’ = Max SupYE, [Gbi(y)l. 
i + 
Alors, il est facile de montrer, en appliquant la formule des accroissements 
finis i t -+ H(r, y1 ,..., y,), que, pour tout (k, ,..., k,) E N*’ et tout (y, ,..., y,) E 
Lk, k T... .  r 
G(k, x1 ,..., k,x,) ( G(y, ,..., y,) + (xl + ..a + xr) M’. 
Si (Y , ,..., yr E W+ est tel que Q(y, ,..., yI ) < KP, il existe une constante a, ne 
d&pendant que de Q tel que Q(yl + x, ,..., y, + x,) < czK,. Soit 
D’ = NY , ,..., Y,> E W: IQ(Y,,...~ Y&&Y,) 4xI9...9 yr > irx,l. 
D’aprh la remarque prCcCdente D' 3 CD D. On a done 
< II G(Y *9’**7 Y,) dY* . . . dy, + (x, + . + - + x,) M’ vol D, D’ 
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I1 nous reste i Ctudier vol D’. Puisque Q est A coefficients rkels positifs 
D’ c U{(y I Y-*-T Y,  3 Yl )* 41 e-5 yf? < aK,, y, > ilx,,..., Y, > irx,} 
od yp *.. y!? est un mon6me de Q et la r&union est prise sur tous les 
mon6mes de Q. Done il existe r,$‘,..., T$’ ne dkpendant que de Q, tels que 
D’c U I (y I * 
Done 
vol D’ < WGJY 
(XT;’ . . . x$)’ * 
On a done bien montrk, qu’il existe rl; ,..., s:, ne d&pendant que de q, ,..., 9, et 
Q tels que 
q . . . x ;r k$i . . . kEi G(k, x, ,..., k,x,) soit bornC sur IO, I]‘. 
II t-r 
IV.2. 2eme &ape 
La deuxiime &ape consiste A montrer que la proposition 14 est vraie 
lorsque le polyname P est un produit de monames de Q. 
LEMME 22. Soit Q E R + [X, ,..., X,, Y]. POSonS Q = xi”= 1 Mj 04 ies Mj 
sent les mon6mes de Q. Soit S E R + [X ,,..., X,, Y, T, ,..., T,] tel que S = 
z!=, M,T,. Alors il existe q,,..., q,, ?j tels que 
$1 . . . ,;ry~ e-s(Y I,..., Y(rXi+l,..., X,,Y.TI,...,Tk) d Yl -a. dyi 
soit borne’ pour (xl ,..., x,, y) E 10, llrtl et Tj Q - f, 1 < j < k. 
Preuve. Puisque les coefficients de S sont positifs et Tj < - 4, 1 < j < k, 
alors 
es(Y,..... Y~.XI+I.....X,,Y,TI....,~~) d Yl a-+ dyi 
O3 e-(1/2)Q(~,.....~i.xi+,,....x,,~) dy, ..a dyi. 
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La demonstration se fait par recurrence sur i. Considirons tout d’abord 
I 
m 
e -(~/~)Q(Y,,x~....,x,,Y) dy,. 
x1 
Soit Mj = ajXa~X”2X”ya I’une quelconque des monomes de Q tel que a, # 0 
y = y, @I . . . X~fnly@lal. 
Alors 
e-(1/2)Q(~,.xz....,x,,~) dy, < 
e-O12)Q(~,,x2.....x,,~) dy, < 
1 
arfo I . . . yda1 afol 
e-w2M,Y=’ dy 
x2 r Y 
ou x’l =x,x2 w/u1 . . . ~;rf~ly~~l. Done 
=tfa1 . . . 
x2 
.&al &al 
r Y e 
-(I/~)Q(Y~,x~,..-.X,.Y) dy, 
est borne sur IO, 1 Jr+ ‘. 
Supposons maintenant que pour tout j, 1 < j < i, ii existe ft, ,..., nr, n tels 
we 
m 
I I 
Co 
q .*. x,“ry” . . . e-(l/2)Q(y ,,... ,yJ,XJ+l,...,Xr,Y) dy 1 >..,Y 
d 
Y j  
XI xJ 
soit borne pour (x, ,..., xI, y) E IO, 1 I’+ ‘. 
Considerons 
a, co 
I I 
. . . e- (IIZ)Q(YI....,YI,X/+I....,X~.Y) dy, . . . dy,. 
XI xi 
D’aprb l’hypothese de recurrence, il existe qI ,..., qr, ?I tels que 
-qx;2 . . . yi”’ . . . x, +Y” jxy - fy-, e -(1/2)Q(y,....,y,-,,y~.....~~,Y) d Yl -.- dy,-, 
soit bornee sur IO, 1 I’+‘. Done 
,yyg’ . . . x”’ . . . i x;ry”j-x~ . ..~~~~~l.,e-(l/2)Q(Y,....,Y,-~.Y,.....x~,Y) dy, . . . dy, 
est borne sur JO, l]‘+‘. 
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11 now reste i ktudier 
-(1/2)Q(Y,,...,Y/.xi+l,....x,.r) dy, . . . dy, 
t’ 
krivons 
tel que 
et 
Q,(X,, . . . . Xi,..., x,, Y) E R * [X, )...) xi )...) Y]. 
Puisque yi > 1, pour tout entier n E N*, yi < yl. Done il existe 
Q,(Q,ys.., Xi-13 Xi+,,..., Y) E R+ [Xl y***,Xi-lrXi+ 1 T..-, Y] tel que pour tout 
(X 1 ,***, x[- 19 Xi+ 1,*-*9 Y> E “> 
yiQ,(x I,***, Xi-l> J’i,***, xp, Y) > YiQ,(x, v*.*) xi-13 Xi+ I,***, x,3 Y> 
Done 
-(l/Z)Q(yl,..., YI.X~+I.....X,,Y) dy, .-- dyi 
-(1/2)Qo(y,,...,X,,Y)-(li2)YiQZ(Yl,...,X~,Y) dy, . . . dyi. 
Alors 
-(~I~)Q~Y,,....YI.Y,+,,....~,.Y) dy, .., dyi 
00 
c I 
00 
< *** e-(l/Z)(Qofy ,,...I x,.Y)-Q~(Y,,....x,.Y)) UY, 
**a dyi-1 
XI xi-1 Q~(YI ,...v xrr Y) ’ 
Mais il existe q;,..., r,& r,~ tel clue 
e-(l/t)(Q,t~,. . . . . x,,Y)-QZ~YI, . . . . x,,Y)) 2dy, .*. dyi-1 
Q,<Y 1 F.e.9 xr, Y) 
e -(~/Z)IQ~(Y~.....~,.Y)-QZ(YI,....~~.Y)I dy, . . . &-, 
On applique de nouveau l’hypothise de rtcurrence 
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LEMME 23. Soit Q E R + [X, ,..., A’,, Y]. POSOHS Q = c= 1 Mj Oc k?S Mj 
sont des mon6mes de Q. Alors, il existe rl, ,..., q,, q tels que, your tout 
(a ,,..., a,)E Nk, siP=M~l.~~M~k 
00 
-$I . . . qy" . . . 
I i 
%Y 19.**, yi? Xi+* V**V xrY Y> 
x ,,(y~:...,Yi.::~+~.....r,,yl dy, . . . dyi 
soit borne’ sur IO, 1 lr+ I. 
Preuve. OnaQ=~~=,Mj.PosonsS=~ik_~~j~.SiP=~~””M~k 
Done 
. . . ..YI.x.+......xI.TI..... Td dy, -a. dy, . 
T,=-I 
Tk=-1 
Nous avons vu dans le lemme 22 qu’il existe ql,..., q,, 9 tels que 
f(x 1 Y--P x,, Y, T, ,..., T,J 
ZZX”’ 
1 
. . . x;ry* ,,..., y,,xl+,,....~,T,.....Tk) d Yl - . - dy, 
soit bornCe pour (x1 ,..., x,, y) E 10, llrt’ et T, < - i, 1 < j,< k. Posons 
h(x ,,“‘, x,, y, t) =f 
( 
x, ,..., x,, y, -1 t + )...) -1t;. 
1 
Alors il existe c E IO, l] tel que 
4x 1,-.,-q, Y, l)=h(xl,...,x,, v,O) t h:(xl,...,x,, u,O)+ --- 
t ; hjk’(xl ,..., xr, y, c). 
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Pour tout 
(x 1 Y--*9 x,, Y) E 103 1 y+ l, h(x, 9***, xr, Y, 1) 
est bornee. De plus 
= w i,+. F+,,=* ar ( y’ . . . (aa,x)ik.f& 1,“., x,, Y, T, ..., I”‘:,;II;. 
Done 
D’autre part 
hj”(x, ,..., x,, Y, c) = <fY c 
m 
xy 'gy" . . . mMk . . . qk 
il+...+ik=i I I XI xi 
X exp - i Mj 1 - ’ 1,***, YiYxi+l, Y)dY, “’ dYi* 
j=l ( 1 
y- (Y 
Comme tomes les integrales qui apparaissent sont positives, puisque 
h(x r,...,xI, y, 1) est borne sur IO, l]‘+’ chacun des termes 
est borne sur 30, llr+l, ce qu’il fallait demontrer. 
IV.3. 3”“= &ape 
Nous allons maintenant montrer la proposition 14. La demonstration se 
fait par recurrence sur i. 
(a) Montrons tout d’abord qu’il existe ql ,..., qI, r~, tels que pour tout a, 
aE N, 
x:~ . . . x;y” fj ((k, _ t)X,)~e-Q((k~-~)xl.xz.....x,.Y)~~~ 
k,=l 
soit borne sur 10, 1 lr+ ‘. 
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Si a = 0, on applique le lemme 23 et le lemme 21. 
Si a > 0, posons n + 1 = a. 
On utilise la formule d’Euler MacLaurin gtrkralisle i I’ordre rz. Posons 
G(x,, x2,..., y) = x~e-Q(X1’X2’...‘y). Alors 
-? G((k- t)-q,x2,...,xr, y)tk 
kY2 
= ? (-1)“x’: 
?ZO 
r2Bm+1(G p~.o.....w(p _ cl x, x2 ,..., y) 
(m + l)! 9 
ntl 
+ (-lY+l x1 j1Bnt'(1,,5) 
(n+ I)! 0 
x 9 G("+'.".~~~.o)((~-~-~,)xl,x 
I k:‘, 
Posons 
G’“+ I,o,...,o) 
(x , ,..., xr, y) = P,, ,(x1 ,..., xr, y) e-Q(xl*...+y), 
Posons 
Alors 
pnt l(XlY’~ xr7 Y) 
Done P,+ 1(x 1 ,..., x,, Y) se P rksente comme une somme de produits de 
mondmes de Q. On utilise la 1inCaritk pour se ramener h un produit de 
mon6mes de Q. On sait qu’il existe q, ,..., qr, q tels que 
641/14/l-5 
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soit born& pour (x, ,..., xI, y) E IO, l]‘+‘; pour tout (t, tJ E [0, 11’. Or 
= 
I 
3T P,+,(y, - t - t,, x2,..., y) e-Q(Y~-f-f~~xz~...~y’ dy, 
I 
et en utilisant le lemme 21, on prouve qu’il existe 11: ,..., vi, q’, ne dkpendant 
que de Q tel que 
x:i . . . x:iyq’ ‘f p,+ ,((k, - t - t,) x, ,..., y) e-Q((kl-‘-tl)xl....,Y) 
k=3 
soit bornC sur IO, llrtl, pour tout (t, tI) E [0, 11’. 
(b) Supposons maintenant, que pour tout j < i, il existe 9, ,.,., ?,I,, v ne 
d&pendant que de Q, tels que pour tout al,..., aj 
cc 
$1 . . . .;yq c *.* f ((k, - t,) xl)al *.a ((kj - tj) xj)“j 
k,=2 kj= 2 
X eXp -Q((k, - tl) Xl )a..) (kj - tj) Xj,..., Xr, J’) 4:’ .a* <j”j 
soit born6 pour (x1 ,..., xr, y) E 10, llrtl et (t, ,..., tj) E [0, 11’. ConsidCrons 
-? ’ -- -? 
kF2 k:Z 
((k, - t,) X,)‘“’ . * ’ ((ki - ti) xiy 
x exp -Q((k, - tl) x, ,,.., (ki - ti) xi ,..., xr, y)<:l ..a <fi. 
Supposons que a, soit non nul et posons n, + 1 = aI. Posons encore 
G(x, ,..a, xr, y) = xy~ . , . X,a,e-Q(+-.~r.~), 
@Lo...., “((2 - tl) X1 ya-3 (ki - ti) Xi,.**, X,, J’) 
nt1 
+ (-ly+’ x1 JIB,+,(r:, L) 
(n+l)! 0 
x 
I 
7 G’“tl*o*..~*o’((k, - t, - t:) Xl,..*, (ki - ti)Xi,**.r X,, J’) C:‘> dt* 
kF3 !  
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Done 
On peut appliquer l’hypothise de recurrence aux sommes 
11 reste B ltudier 
-e . . . w 
k:3 
k~2 ... ~ G((k, -fl)X,,..., (ki-fi)Xiy...yX,., v)r:’ ... d’. 
2 k,=2 
Notons 
G(“,+ 1.0.....0) 
(x , ,..., x,, y) = P,,, ,(x1 ,..., x,, f) e-QcXI**~+Y). 
Alors 
(12 = x2 . . . XPi I c ! 
(alar q)! n( Cai,...i 
i, !  
il 
Xl 
. . . x’,‘yi 
qt .s?,J,=n+ I j ’ i(i, - qj)! ) 
si a, ,..., ai sont nuls P, + 1 se prbente sous la forme d’une somme de produits 
de mon6mes de Q. On applique les lemmes 23 et 21 pour conclure. Si a2 est 
non nul on recommence. 
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